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Abstrat. Ane surfaes in C3 dened by an equation of the form xnz−Q (x, y) = 0 have been
inreasingly studied during the past 15 years. Of partiular interest is the fat that they ome
equipped with an ation of the additive group C+ indued by suh an ation on the ambient
spae. The litterature of the last deade may lead one to believe that there are essentially
no other of rational surfaes in C3 with this property. In this note, we onstrut an expliit
example of a surfae nonisomorphi to a one of the above type but equipped with a free C+-
ation indued by an ation on C3. We give an elementary and self-ontained proof of this fat.
As an appliation, we onstrut a wild but stably-tame automorphisme of C3 whih seems to
be new.
Résumé. Les surfaes anes de C3 dénies par une équation de la forme xnz − Q (x, y) = 0
ont fait l'objet d'une intense ativité de reherhe durant la dernière déennie. Cette étude est
entre autres motivée par le fait que es surfaes apparaissent de manière parfois inattendue dans
bon nombre de problèmes lassiques de la géométrie ane, tels que le Problème de Simplia-
tion, ou les questions de linéarisation des ations de groupes algébriques sur les espaes anes.
Ainsi dénies, es surfaes se trouvent être invariantes par ertaines ations du groupe additif
omplexe C+ sur C
3
. A la onnaissane de l'auteur, es surfaes, ainsi que ertaines de leurs
généralisation naturelles, sont essentiellement les seules possédant ette propriété à apparaître
dans la littérature. An de ne pas laisser s'installer le sentiment que es dernières sont ee-
tivement les seules à jouir de ette propriété, nous onstruisons un exemple expliite de surfae
de C3 non isomorphe à une du type préédent et invariante par une ation C+ sur C
3
. Nous en
déduisons un automorphisme polynomial sauvage de C3 apparemment inonnu jusqu'alors.
Introdution
La littérature de ette dernière déennie atteste que les surfaes de C3 dénies par une équation
de la forme xnz − P (y) = 0, ou plus généralement du type xnz − Q (x, y) = 0, ont bénéié
d'une popularité roissante. L'intérêt porté à es surfaes semble remontrer à un désormais élèbre
ontre-exemple non publié au Problème de Simpliation de Zariski onstruit par W. Danielewski
[6℄. Dans et artile, W. Danielewski établit en eet que les surfaes S1 et S2 d'équations xz −
y (y − 1) = 0 et x2z − y (y − 1) = 0 ne sont pas isomorphes mais que S1 × C est isomorphe
à S2 × C. Dans sa onstrution, W. Danielewski exploite en partiulier le fait que es surfaes
sont munies d'ations algébriques du groupe additif omplexe C+. Cela peut se voir diretement
en utilisant la orrespondane bien onnue entre les ations de C+ sur une variété ane S et
les dérivations loalement nilpotentes de l'algèbre O (S) des fontions régulières sur S, une C-
dérivation ∂ de O (S) étant dite loalement nilpotente si toute fontion régulière f sur S est
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annulée par une puissane onvenable n = n (f) de la dérivation. Dans le as des surfaes S1 et S2
i-dessus, les ations onsidérées par W. Danielewski sont induites par les dérivations loalement
nilpotentes ∂1 = x∂y + 2y∂z et ∂2 = x
2∂y + 2y∂z de C [x, y, z] qui annulent les équations de
S1et S2 respetivement. Du fait de la symétrie existante entre les variables x et z intervenant
dans l'équation de S1, ette dernière admet également une seonde ation de C+ dont les orbites
générales sont distintes de elle de la première. Par ontre, la surfae S2 ne jouit pas de ette
propriété, L. Makar-Limanov [19℄ ayant en eet établi que les orbites générales de toute ation de
C+ sur une surfae S de la forme x
nz − P (y) = 0, où n ≥ 2, oïnident ave les bres générales
de la projetion prx : S → C. La même année, L. Makar-Limanov et T. Bandman [1℄ ont prouvé
qu'une surfae admettant deux ations de C+-ations à orbites générales distintes et plongeable
dans C3 est isomorphe à une surfae dénie par une équation du type xz − P (y) = 0, où P est
un polynme non onstant.
Depuis lors, les surfaes isomorphes à des surfaes du type SQ,n dénies par une équation de la
forme xnz − Q (x, y) = 0 dans C3 ont fait l'objet de nombreux travaux généralisant les résultats
obtenus par L. Makar-Limanov pour le as des surfaes du type xnz − P (y) = 0. L'étude à
équivalene algébrique près de leurs plongements dans l'espae ane C3 menée suessivement
par G. Freudenburg et L. Mauser-Jauslin [12℄, L. Mauser-Jauslin et P.M. Poloni [21℄ a onduit
en partiulier à de nouveaux résultats onernant la nature du groupe des automorphismes de
C3. Une des propriétés remarquables partagée par toutes les surfaes du type SQ,n est d'admettre
une ation de C+ induite par une ation sur C
3
pour laquelle le morphisme quotient algébrique
q : SQ,n → SQ,n//C+ s'identie à la restrition sur SQ,n de la projetion prx : C
3 → C. Lorsque
le polynme Q (0, y) n'est pas onstant, la bration quotient q est surjetive et se restreint en un
A1-bré trivial au-dessus de C∗. Il est alors naturel de herher à savoir si les surfaes SQ,n sont
les seules surfaes rationnelles dans C3 possédant ette propriété. A la onnaissane de l'auteur,
il n'est pas fait mention dans la littérature réente d'un exemple venant inrmer ette onjeture
raisonnable. Le propos de et artile est par onséquent de présenter un ontre-exemple expliite,
à savoir le suivant :
Théorème. La surfae S de C3 = Spe (C [x, y, z]) dénie par l'équation
x
(
xz2 − 2y2z + 5z
)
+ y4 − 5y2 + 4 = 0
n'est pas isomorphe à une surfae du type SQ,n. Elle est néanmoins invariante par l'ation du
groupe additif C+ sur C
3
dénie par la dérivation loalement nilpotente
∂ = x
(
2xz − 2y2 + 5
) ∂
∂y
+
(
x+ 2y
(
2xz − 2y2 + 5
)) ∂
∂z
.
De plus, la bration quotient algébrique q : S → S//C+ assoiée à la C+-ation induite sur S
oïnide ave la projetion prx |S : S → C et se restreint en un A
1
-bré trivial au-dessus de C
∗
.
Les spéialistes se onvainront aisément que e résultat pourrait se déduire presque immédi-
atement de ertains faits généraux sur les surfaes ave C+-ations établis par l'auteur [8, 9℄ et
P.M. Poloni [10℄, faits qui ne sont pour l'essentiel que des généralisations ou des reformulations
de résultats antérieurs dus à J. Bertin [2℄, L. Makar-Limanov [19℄ et K.H. Fieseler [11℄. Notre
démarhe ii est toute autre puisqu'elle onsiste à donner une preuve omplète direte et essen-
tiellement élémentaire du résultat i-dessus, preuve dont le but prinipal est d'illustrer sur un
exemple partiulier l'usage de es méthodes générales.
En guise d'appliation, nous onstruisons ensuite un automorphisme de C3, qui d'après un
ritère réemment établi par U. Umirbaev et I. Shestakov [23℄ se trouve être un automorphisme
sauvage, i.e. un automorphisme n'admettant pas de déomposition en produit d'automorphismes
anes et triangulaires de C3.
1. Une surfae rationnelle C+-invariante dans C
3
L'objetif de ette setion est de donner une preuve direte omplète du résultat suivant :
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Théorème 1.1. La surfae S de C3 = Spe (C [x, y, z]) dénie par l'équation
x
(
xz2 − 2y2z + 5z
)
+ y4 − 5y2 + 4 = 0
n'est pas isomorphe à une surfae du type SQ,n. Elle est néanmoins invariante par l'ation du
groupe additif C+ sur C
3
dénie par la dérivation loalement nilpotente
∂ = x
(
2xz − 2y2 + 5
) ∂
∂y
+
(
x+ 2y
(
2xz − 2y2 + 5
)) ∂
∂z
.
1.2. Le leteur se onvainra sans peine que la dérivation ∂ de C [x, y, z] proposée i-dessus est
bien loalement nilpotente et qu'elle annule l'équation de la surfae S. Par onséquent, S est
bien invariante par l'ation de C+ orrespondante, omme annoné. D'autre part, on observe que
l'équation proposée ne peut être mise sous une forme du type xnz −Q (x, y) = 0 dans le système
de oordonnées (x, y, z) utilisé. Rien ne garantit ependant que S ne soit pas simplement un
plongement exotique dans C3 d'une surfae SQ,n de e type.
1.3. Il s'agit par onséquent de montrer que S, onsidérée omme une surfae abstraite, n'est
pas isomorphe à une du type SQ,n. Bien qu'il soit ertainement possible d'établir e résultat par
d'autres arguments, notre approhe repose sur l'étude de la struture des A1-brations sur es
diérentes surfaes, 'est-à-dire des morphismes surjetifs q : SQ,n → C dont la bre générique
est isomorphe à une droite ane. Cela se justie entre autres par le fait que ette méthode, qui
peut se généraliser agréablement à des situations de départ plus omplexes, a le mérite d'illustrer
un ertain nombre de tehniques à l'origine de progrès réents dans l'étude des surfaes anes
rationnelles. Le prinipe de la démonstration est le suivant : on montre tout d'abord que toute
A1-bration sur S s'identie à automorphismes de la base près au morphisme quotient algébrique
π : S → S//C+ assoié à l'ation de C+ déduite de la dérivation loalement nilpotente ∂ i-dessus.
Sahant ela, on établit qu'à un hangement de base près, un isomorphisme Φ : S
∼
→ SQ,n entre S
et une surfae de type SQ,n munie de sa A
1
-bration prx : SQ,n → A
1
doit être un isomorphisme
de surfaes brées. Il ne reste alors plus qu'à vérier qu'auune A
1
-bration prx : SQ,n → A
1
sur
une surfae du type SQ,n n'a la même struture que la bration quotient π : S → S//C+.
1.4. Ce plan étant établi, il surait pour démonter le Théorème 1.1 de remarquer que S est une
surfae de Danielewski au sens de [9℄ par rapport au morphisme quotient π : S → S//C+. En
ombinant alors la lassiation de es surfaes donnée dans lo. it. ave le fait que toute surfae
admettant deux A
1
-brations à bres générales distintes et plongeable dans C
3
est isomorphe
à une surfae d'équation xz − P (y) = 0 pour un ertain polynme non onstant P (f. [1℄), on
pourrait onlure de manière direte que π est l'unique A1-bration sur S à automorphismes de
la base près. Le fait que S ne soit pas isomorphe en tant que surfae brée à une surfae du
type SQ,n se déduirait ensuite de la desription des A
1
-brations sur ertaines de es surfaes
obtenue par P.M. Poloni et l'auteur dans [10℄. Néanmoins, an d'illustrer dans un as partiulier
les diérentes méthodes mises en oeuvres dans l'étude générale des surfaes anes ave ations de
groupes additifs, nous allons donner une preuve omplète du Théorème 1.1, s'inspirant ertes très
fortement de es résultats antérieurs, mais essentiellement direte et indépendante.
1.1. Strutures A1-brées sur S.
Dans e paragraphe, nous dérivons la struture du morphisme quotient π : S → S//C+ sur S pour
la C+-ation induite par la dérivation ∂. Nous montrons en partiulier que ette ation est libre et
que le bon quotient à onsidérer ii s'identie à une droite ane à quatre origines. Commençons
par introduire une A
1
-bration naturelle sur S qui, omme nous le verrons en 1.9 i-dessous,
s'identie au morphisme quotient algébrique π : S → S//C+.
Proposition 1.5. La surfae S ⊂ C3 dénie par l'équation
x
(
xz2 − 2y2z + 5z
)
+ y4 − 5y2 + 4 = 0
est irrédutible et non singulière. La projetion prx : C
3 → C induit sur S une A1-bration
π : S → C satisfaisant les propriétés suivantes.
1) π−1 (C∗) est isomorphe au A1-bré trivial C∗ × C de base C∗. De plus, la restrition du
polynme f = xz − y2 sur S induit une oordonnée sur le seond fateur du produit.
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2) La bre π−1 (0) est réduite, onstituée de la réunion disjointe de quatre droites anes C±1
et C±2 d'équations respetives {x = 0 ; y = ±1} et {x = 0 ; y = ±2}.
Démonstration. Il sut d'établir que π : S → C est une A1-bration satisfaisant les propriétés
annonées. En eet, on déduit de la forme de l'équation que x n'est pas un diviseur de zéro dans
l'anneau B = O (S). Par onséquent, l'homomorphisme anonique de loalisation B → Bx =
B ⊗C[x] C
[
x, x−1
]
est injetif. Or 1) implique en partiulier que Bx est intègre, si bien que B le
sera aussi. La lissité de S provient quant à elle du fait que la A1-bration π est un morphisme
lisse. La seonde assertion se déduit immédiatement de la ré-ériture de l'équation dénissant S
sous la forme xy − (f + 1) (f + 4) = 0 . On observe de plus que
Bx ≃ C
[
x, x−1
]
[y, z] / (xy − (f + 1) (f + 4)) ≃ C
[
x, x−1
]
[f ] .
Cette dernière algèbre est elle-même isomorphe à un anneau de polynmes en une variable au-
dessus de C
[
x, x−1
]
puisque f et x sont algébriquement indépendants. On onlut don que π est
bien une A1-bration satisfaisant qui plus est la propriété 1). 
Notation 1.6. Nous érirons dorénavant l'équation dénissant la surfae S sous la forme P =
xy − (f + 1) (f + 4) = 0, f désignant le polynme xz − y2.
1.1.1. Fibration quotient algébrique.
Dans e paragraphe, nous étudions la nature de l'ation de C+ sur S induite par la dérivation
loalement nilpotente ∂ de C [x, y, z] dénie dans le Théorème 1.1.
1.7. Plutt que de dérire immédiatement ette ation sur S, il est plus instrutif d'étudier au
préalable l'ation orrespondante sur C3. Puisque ∂ est par dénition une C [x]-dérivation, elle
s'étend anoniquement en une C
[
x, x−1
]
-dérivation ∂˜ de l'anneau C
[
x, x−1, y, z
]
. En ré-exprimant
∂ en terme du polynme f = xz − y2, on obtient pour ∂˜ la forme ompate suivante :
(1.1) ∂˜ = x (2f + 5)
∂
∂y
+ (x+ 2y (2f + 5))
∂
∂z
= −
∂P
∂z
∂
∂y
+
∂P
∂y
∂
∂z
= x2
∂
∂f
.
En eet, f et P sont des variables de C
[
x, x−1, y, z
]
, au sens que C
[
x, x−1
]
[y, z] ≃ C
[
x, x−1
]
[f, P ],
pour lequelles on a les égalités ∂˜f = x2et ∂˜P = 0 par onstrution. Ainsi, Ker
(
∂˜
)
= C
[
x, x−1, P
]
.
On en onlut aisément que Ker (∂) = C [x, P ] ar x ne divise pas P .
1.8. L'algèbre C [x, y, z]
C+
des fontions sur C3 invariantes sous la C+-ation dénie par ∂ s'identi-
ant au noyau de ∂, on onlut que C [x, y, z]
C+ = C [x, P ], e dernier étant par ailleurs isomorphe à
un anneau de polynmes en deux variables puisque x et P sont lairement algébriquement indépen-
dants. Le morphisme quotient q : C3 → C3//C+ ≃ C
2
est don déni par (x, y, z) 7→ (x, P (x, y, z)).
Il est en partiulier surjetif puisque x ne divise pas P . On retrouve expliitement dans et exemple
deux résultats généraux portant sur les ations de C+ sur C
3
, à savoir, le fait que le quotient al-
gébrique C3//C+ soit isomorphe à C
2
, et la propriété de surjetivité du morphisme quotient, établis
respetivement par M. Miyanishi [20℄ et P. Bonnet [3℄. D'autre part, la relation (1.1) i-dessus im-
plique que ∂ (C [x, y, z]) ⊂
(
x, 2y2 − 5
)
C [x, y, z]. On en onlut que la C+-ation orrespondante
n'est pas libre et que ses points xes sont exatement les points appartenant à la réunion des
droites d'équations L± =
{
x = 0; y = ±
√
5/2
}
.
Proposition 1.9. L'ation du groupe C+ sur S induite par la dérivation loalement nilpotente ∂
est libre. Son quotient algébrique π : S → S//C+ s'identie à la projetion prx |S : S → C.
Démonstration. Il est lair que les droites de points xes L+ et L− ne renontrent pas S. L'ation
C+ induite est par onséquent libre. D'autre par, puisque Ker (∂) = C [x, y, z]
C+ = C [x, P ], on
onlut que O (S)C+ = (C [x, y, z] / (P ))C+ = C [x]. Ainsi, le morphisme quotient π est induit par
l'inlusion C [x] →֒ O (S), e qui termine la preuve. 
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1.1.2. Fibration quotient géométrique.
Puisque π : S → S//C+ ≃ C s'identie à la projetion prx : S → C qui est elle-même une
A1-bration triviale au dessus de C∗ d'après la Proposition 1.5, on onlut que la restrition
π : π−1 (C∗)→ C∗ de π au-dessus de C∗ est un bré prinipal homogène sous C+. Par ontre, ette
struture de bré prinipal homogène sous C+ ne s'étend pas à π : S → C puisque la bre π
−1 (0)
est onstituée d'une réunion disjointe de quatre droites anes omplexes. Nous allons ependant
onstruire un shéma X et un morphisme ρ : S → X ayant la propriété d'avoir la struture d'un
bré prinipal homogène de groupe C+ et de base X pour l'ation onsidérée. Cette onstrution
est basée sur une observation faite par W. Danielewski [6℄ et développée ensuite par K. H. Fieseler
[11℄ puis par l'auteur [9℄.
1.10. Le shéma X que nous reherhons est obtenu en remplaçant l'origine de C par quatre
points x±1 et x±2 orrespondant respetivement aux omposantes C±1 et C±4 de la bre π
−1 (0).
Autrement dit, X est onstruit en reollant quatre opies δα : Xα
∼
→ C de C, où α = ±1, ±2, par
l'identité en dehors de leurs origines respetives δ−1α (0) = xα. Ce shéma non séparé X , isomorphe
à la droite ane à quatre origines, est naturellement muni d'un morphisme δ : X → C induisant
les isomorphismes δα sur les ouverts du reouvrement anonique de X par les Xα. Il existe alors un
unique morphisme ρ : S → X fatorisant π : S → C au sens que π = δ ◦ρ et tel que ρ−1 (xα) = Cα
pour tout α = ±1, ±2. Par onstrution, les bres du morphisme ρ : S → X oïnident ave
les orbites de l'ation de C+ sur S induit par la dérivation ∂. L'existene sur ρ : S → X d'une
struture de bré prinipal homogène sous C+ de base X nous est alors normalement garantie
par un argument standard de desente (f [15℄, exposé XI). Néanmoins, nous allons donner dans
le paragraphe suivant une desription expliite omplète de ette struture qui nous sera utile par
la suite.
Remarque 1.11. La onstrution élémentaire préédente se justie de la façon plus oneptuelle
suivante. L'ation onsidérée étant libre, on sait a priori qu'un vrai quotient ρ : S → S/C+ = C, au
sens que S devient via ρ un bré prinipal homogène sous C+ de base C, existe dans la atégorie des
espaes algébriques. Dans e as partiulier, l'espae algébrique C est non singulier de dimension
1, don est un shéma, éventuellement non séparé. La propriété universelle du quotient ρ implique
que le morphisme quotient algébrique π : S → C se fatorise par un morphisme δ : C → C
induisant néessairement un isomorphisme δ : δ∗ (C∗)
∼
→ C∗. En eet, on sait déjà que π induit
une struture de bré prinipal homogène sur π−1 (C∗). Puisque les bres du morphisme ρ doivent
être onnexes, on onlut que le andidat évident pour C est la droite ane à quatre origines X
onstruite i-dessus.
1.1.3. Struture de bré prinipal homogène sur S.
Dans e paragraphe, nous allons expliiter, à des ns d'utilisation future, la struture ρ : S → X
de bré prinipal homogène sous C+.
1.12. Par onstrution, pour tout α = ±1, ±2, la pré-image ρ−1 (Xα) de l'ouvert anonique
Xα ≃ C de X est isomorphe au omplémentaire Sα = S \
⋃
α′ 6=α
Cα′ dans S des omposantes
Cα′ de la bre π
−1 (0) distintes de Cα. D'après la Proposition 1.5, le polynme f = xz − y
2
induit un isomorphisme O (S)x = O (S) ⊗C[x] C
[
x, x−1
]
≃ C
[
x, x−1
]
[f ], tandis que f |Cα=
−α2 pour tout α = ±1, ±2. Par onséquent, la restrition sur Sα de la fontion rationnelle
x−1
(
f + α2
)
∈ C
[
x, x−1, y, z
]
est une fontion régulière gα ∈ O (Sα). De plus, puisque S est
dénie par l'équation xy− (f + 1) (f + 4) = 0, on onlut que gα s'identie à la restrition sur Sα
de l'une des fontions rationnelles (f + 4)−1 y si α = ±1 et (f + 1)−1 y si α = ±2. On en déduit
que gα |Cα= (−1)
|α|−1
α/3. Ainsi, pour tout α = ±1, ±2, la restrition sur Sα de la fontion
rationnelle
x−2
(
f + (−1)
|α| α
3
x+ α2
)
∈ C
[
x, x−1, y, z
]
est une fontion régulière hα ∈ O (Sα).
Lemme 1.13. Pour tout α = ±1,±2, l'homomorphisme de C [x]-algèbres τ∗α : C [x] [uα]→ O (Sα),
uα → hα est un isomorphisme.
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Démonstration. Par onstrution, τ∗α induit un isomorphisme C
[
x, x−1
]
[uα]
∼
→ O (Sα)x puisque
O (Sα)x ≃ O (S)x ≃ C
[
x, x−1
]
[f ] ≃ C
[
x, x−1
]
[hα] d'après la Proposition 1.5. Il sut don pour
onlure de vérier que hα induit une fontion oordonnée sur Cα ≃ C, e qui sera le as si hα n'est
pas onstante sur Cα. Pour ela, on peut se ontenter, étant donnée la dénition de hα, de vérier
que la restrition de la 2-forme dx ∧ df sur Sα s'annule exatement à l'ordre 2 le long de Cα. Or
on établit aisément que les 2-formes x2dx ∧ dz et (x+ 2y (2f + 5)) dx ∧ df induise la même forme
ω ∈ Ω2 (S). Or la restrition sur S du polynme x+2y (2f + 5) ne s'annule pas le long de la bre
π−1 (0), tandis que z induit une fontion oordonnée sur haque omposante de π−1 (0) d'après la
preuve de la Proposition 1.5. On en onlut que ordCα (dx ∧ df) = ordCα
(
x2dx ∧ dz
)
= 2, e qui
termine la preuve. 
1.14. Les trivialisations τ∗α : C [x] [uα]
∼
→ O (Sα), α = ±1, ±2 onstruites i-dessus permettent
d'identier la surfae S au shéma
⊔
α=±1,±2
Xα × C/ ∼, obtenu en reollant quatre opies Xα ×C
de C2 le long de leurs ouverts respetifs (Xα \ {0})× C via les isomorphismes
(Xα \ {0})× C ∋ (x, uα)→ (x, uα + gαα′) ∈ (Xα′ \ {0})× C,
où, pour tout ouple (α, α′) ∈ {±1, ±2} on a posé
gαα′ = x
−2
((
(α′)
2
− α2
)
+
x
3
(
(−1)|
α′| α′ − (−1)
|α|
α
))
∈ C
[
x, x−1
]
.
En identiant à leur tour les ouverts Xα × C aux A
1
-brés triviaux ρα = p1 : Xα × C → Xα,
on onlut que ρ : S → X est un A1-bré devenant trivial sur le reouvrement ouvert anonique
U = (Xα)α=±1,±2 de X . D'après (1.1) i-dessus, la restrition à l'ouvert Sα \ Cα ≃ C
∗ × C de
S de la C+-ation sur S induite par la dérivation ∂ s'identie à elle induite par la C
[
x, x−1
]
dérivation x2
∂
∂f
. de C
[
x, x−1, y, z
]
. Par onséquent, les isomorphismes τα : Sα
∼
→ Xα × C sont
équivariants lorsque l'on munit les Xα × C des C+-ations par translations le long du seond
fateur. Ainsi ρ : S → X est bien un bré prinipal homogène de groupe C+ et de base X , dont
la lasse d'isomorphisme s'identie à la lasse de ohomologie [g] ∈ Hˇ1 (U ,OX) ≃ H
1 (X,OX) du
1-oyle de eh {gαα′} ∈ C
1 (U ,OX).
Remarque 1.15. Une manière ommode de oder les fontions de transition gαα′ ∈ C
[
x, x−1
]
dénies i-dessus est d'introduire l'arbre pondéré suivant :
4
2
3 −
2
3
1
1
3 -
1
3
En eet, on peut assoier aux branhes de et arbres les polynmes σ1 = 1+ x/3, σ−1 = 1− x/3,
σ2 = 4+2x/3 et σ−2 = 4−2x/3 à partir desquels on retrouve les fontions de transitions i-dessus
en posant gαα′ = x
−2 (σα′ − σα) ∈ C
[
x, x−1
]
pour tout α, α′ = ±1,±2. Cet exemple partiulier
est en fait l'illustration d'une ertaine orrespondane plus générale entre arbres pondérés et brés
prinipaux homogènes au-dessus d'une droite ane à plusieurs origines (f. [9℄).
1.2. Comparaison de strutures A1-brées.
Pour terminer la preuve du Théorème 1.1, il reste à montrer que la surfae S ⊂ C3 d'équation
xy − (f + 1) (f + 4) = 0, où f = xz − y2, n'est pas isomorphe à une surfae de type SQ,n dénie
par une équation de la forme xnz −Q (x, y) = 0. Admettons pour l'instant le fait suivant qui sera
établi ultérieurement :
Toute A1-bration π′ : S → C sur la surfae S ⊂ C3 dénie par l'équation
x
(
xz2 − 2y2z + 5z
)
+ y4 − 5y2 + 4 = 0,
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est de la forme π′ = β◦π, où β est un automorphisme de la droite ane C et où π = prx |S : S → C.
1.16. Une surfae SQ,n est elle aussi naturellement munie d'une bration prx : SQ,n → C se
restreignant en un A1-bré trivial pr−1x (C
∗) ≃ Spe
(
C
[
x, x−1
]
[y]
)
≃ C∗ × C au-dessus de C∗.
Cette bration est surjetive si et seulement si Q (0, y) est un polynme non onstant. Si Q (0, y) =
0, alors SQ,n est rédutible, la bre pr
−1
x (0) étant alors isomorphe à C
2
. Sinon si Q (0, y) = a ∈ C∗,
alors la bre pr−1x (0) est vide, de sorte que SQ,n est isomorphe à C
∗ × C. On en onlut que la
surfae S, qui est irrédutible, ne peut être isomorphe à une surfae SQ,n du premier type. D'autre
part, il existe une obstrution de nature topologique à l'existene d'un isomorphisme entre S et
une surfae SQ,n du seond type. En eet, on sait que S est isomorphe à une surfae obtenue en
reollant quatre opies du plan ane en dehors d'un axe de oordonnées. Il s'en suit de manière
évidente que H2 (S;Z) ≃ Z
3
, de sorte que S ne peut pas être isomorphe à C∗×C. Par onséquent,
si S est isomorphe à une surfae du type SQ,n alors ette dernière est néessairement dénie
par un polynme Q (x, y) tel que Q (0, y) soit non onstant. Dans e as, la bration induite
prx : SQ,n → C est une A
1
-bration dont l'unique bre éventuellement non isomorphe à la droite
ane omplexe est la bre pr−1x (0). Puisque nous avons supposé établi le fait que la bration
quotient π = prx |S : S → C est l'unique A
1
-bration sur S à automorphismes de la base près,
on onlut que s'il existe un isomorphisme φ : S
∼
→ SQ,n alors il existe un automorphisme ζ de C
xant l'origine tel π ◦ ζ = prx |SQ,n ◦φ. La proposition suivante termine par onséquent la preuve
du Théorème 1.1.
Proposition 1.17. Il n'existe auun isomorphisme φ de e type.
Démonstration. Pour qu'un isomorphisme φ omme i-dessus puisse exister, il est néessaire que
la bre pr−1x (0) de la A
1
-bration prx : SQ,n → C soit réduite, onstituée d'exatement quatre
omposantes irrédutibles, toutes isomorphes à la droite ane omplexe. Cela impose don que
Q (0, y) soit un polynme de degré quatre, à raines simples. Dans es onditions, la fontion y se
restreint sur SQ,h en une fontion induisant une oordonnée sur les bres de prx : SQ,n → C au-
dessus de C∗ et loalement onstante sur le bre pr−1x (0). De plus y |SQ,n distingue les omposantes
irrédutibles de pr−1x (0). S'il existait un isomorphisme φ : S
∼
→ SQ,n alors yφ = y |SQ,n ◦φ serait
une fontion sur S jouissant des mêmes propriétés. Dans les trivialisations loales τ∗α : C [x] [uα]
∼
→
O (Sα) onstruites en 1.12 i-dessus, τ
∗
αyφ devrait don s'érire sous la forme
(τ∗α)
−1
yφ = x
nαuα + Pα (x) ∈ C [x] [uα]
où nα ≥ 1 pour tout α = ±1,±2 et où Pα (0) 6= Pα′ (0) pour tout α 6= α
′
. Puisque la fontion yφ
est dénie globalement sur S, on devrait don avoir
xnα′uα′ + Pα′ (x) = (τ
∗
α′)
−1
τ∗α (x
nαuα + Pα (x)) = x
nα (uα′ + gαα′) + Pα (x)
dans C [x] [uα′ ] pour tout α
′ 6= α, où gαα′ ∈ C
[
x, x−1
]
désigne la fontion de transition onstruite
en 1.14 i-dessus. On en déduit que nα = nα′ = n ≥ 2 pour tout α, α
′ ∈ {±1, ±2}. Si n > 2
alors xn (uα′ + gαα′) ∈ xC [x] [uα′ ] de sorte que l'égalité i-dessus onduirait à Pα (0) = Pα′ (0)
pour tout α 6= α′ en ontradition ave notre hypothèse. Ainsi n = 2, et l'on tire de l'égalité
i-dessus que Pα′ (0) =
(
(α′)
2
− α2
)
+ Pα (0) pour tout α 6= α
′
. Cela onduit de nouveau à une
ontradition puisque pour α′ = −α, on trouve que Pα′ (0) = Pα (0). Il ne peut don pas exister
d'isomorphisme φ : S
∼
→ SQ,h omme i-dessus. 
1.3. Uniité à isomorphisme près de la bration π : S → S//C+.
Le but de e paragraphe est d'établir le résultat admis auparavant, à savoir le fait que la bration
quotient π : S → S//C+ ≃ C est l'unique A
1
-bration sur S à automorphismes de la base près. En
se basant sur des résultats antérieurs de M.H. Gizatullin [13℄, J. Bertin [2℄ à montré que ela était
le as dès lors que S admet une ompatiation projetive minimale S¯ pour laquelle le diviseur de
bord S¯\S n'est pas une haîne de ourbes rationnelles propres non singulières. Cette aratérisation
repose essentiellement sur l'idée simple que la struture du bord d'une ompatiation d'une
surfae ane réglée S est intimement liée à la nature des singularités à l'inni des pineaux de
ourbes rationnelles sur S. Malheureusement, la tehniité des preuves données dans lo. it.,
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ainsi d'ailleurs que dans d'autres artiles exposant des résultats du même type (f. [5℄, [8℄ et [16℄),
rend sa leture diile. C'est pourquoi nous donnons ii, en guise d'illustration de es méthodes
générales, une preuve omplète de e résultat dans le as partiulier de la surfae S du Théorème
1.1. Plus préisément, nous allons établir le fait suivant :
Proposition 1.18. Toute A1-bration π′ : S → C sur la surfae S ⊂ C3 dénie par l'équation
x
(
xz2 − 2y2z + 5z
)
+ y4 − 5y2 + 4 = 0,
est de la forme π′ = β◦π, où β est un automorphisme de la droite ane C et où π = prx |S : S → C
désigne la A1-bration quotient assoiée à la C+-ation sur S induite par la dérivation ∂ du
Théorème 1.1.
1.19. La preuve de la Proposition 1.18 se déompose en deux parties. Nous onstruisons tout
d'abord, par élatements suessifs au-dessus P1 × P1, une surfae projetive lisse S¯ munie d'une
P1-bration π¯ : S¯ → P1 ompatiant π : S → C au sens qu'il existe un diagramme ommutatif
S
pi

iS
// S¯
p¯i

C
i
//
P1
dans lequel iS : S →֒ S¯ et i : S//C+ →֒ P
1
sont des immersions ouvertes. Nous montrons ensuite
que la struture du diviseur de bord B = S¯ \ S interdit l'existene de A1-brations p : S → C sur
S dont les bres générales seraient transverses à elles de π : S → C.
1.3.1. Compatiation de la bration quotient.
Toute surfae ane irrédutible S munie d'une A1-bration p : S → C admet des morphismes
birationnels (p, ψ) : S → C× C. En eet, étant donné un ouvert ane U ⊂ C au-dessus duquel p
devient un A1-bré trivial, toute fontion régulière ψ ∈ O (S) induisant un isomorphisme p−1 (U) ≃
Spe (O (U) [ψ]) permet de dénir un morphisme birationnel du type annoné. La struture des
morphismes birationnels σ : V ′ → V entre variétés anes, souvent appelés modiations anes
[18℄, est onnue. Tout morphisme de e type est obtenu en faisant d'abord élater un sous-shéma
fermé Y de V , puis en rejetant la transformée propre d'un diviseur de V ontenant Y . Lorsque les
bres de la A1-bration p : S → C sont réduites, un proédé introduit par K.H. Fieseler [11℄ et
préisé par l'auteur [9℄ permet d'obtenir une fatorisation des morphismes birationnels i-dessus en
une suession expliite d'élatements pontuels. C'est e proédé que nous employons i-dessous
pour onstruire une ompatiation S¯ de la surfae S = Spe (C [x, y, z] / (xy − (f + 1) (f + 4)))
du Théorème 1.1.
1.20. Pour débuter la onstrution, il nous faut hoisir un morphisme birationnel σ = (π, ψ) :
S → C×C. Or d'après la Proposition 1.5, la restrition du polynme f = xz− y2 sur S induit un
isomorphisme π−1 (C∗) ≃ Spe
(
C
[
x, x−1
]
[f ]
)
. Ainsi, en prenant ψ = f , on obtient un morphisme
birationnel σ = (π, f) : S → C×C, (x, y, z) 7→
(
x, xz − y2
)
induisant un isomorphisme π−1 (C∗)
∼
→
C∗ × C ⊂ C × C. D'autre part, il est lair que l'image de S par le morphisme φ : C3 → C3,
(x, y, z) 7→
(
x, xz − y2, y
)
est ontenue dans la surfae S′ ⊂ C3 = Spe (C [x, y′, z′]) d'équation
xz′ − (y′ + 1) (y′ + 4) = 0. De plus le morphisme birationnel σ se fatorise via φ par la projetion
σ′ = prx,y′ |S′ : S
′ → C×C, (x, y′, z′) 7→ (x, y′). Cette surfae S′ est munie d'une A1-bration π′ =
prx |S′ : S
′ → C, se restreignant en un A1-bré trivial C∗ × C au-dessus de C∗, ave y′ |S′ omme
oordonnée naturelle sur le seond fateur. La bre (π′)
−1
(0) est onstituée de la réunion disjointe
de deux droites anes omplexes C′−α2 , α = ±1, ±2 d'équations respetives {x = 0, y
′ = −1} et
{x = 0, y′ = −4} dont les images par la projetion birationnelle σ′ : S′ → C × C sont les deux
points p−1 = (0,−1) et p−4 = (0,−4) respetivement. Par onstrution, l'image par φ d'une
omposante Cα, α = ±1, ±2, de π
−1 (0) est onstituée du point qα =
(
0,−α2, α
)
∈ C′−α2 .
1.21. Il se trouve que la surfae S′ ⊂ C3 admet tout omme S une struture de A1-bré ρ′ : S′ →
X ′, ette fois au-dessus de la droite ane à deux origines. En eet, les ouverts S′−1 = S
′ \C′−4 et
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S′−4 = S
′ \ C′−1 sont tous deux isomorphes à C× C muni respetivement des oordonnées
(
x, v−α2 =
y′ + α2
x
|S˜
)
∈ O
(
S′−α2
)2
, α2 = −1, −4.
La restrition sur S′−α2 de la projetion birationnelle σ
′ : S′ → C × C oïnide alors ave le
morphisme σ′−α2 : S
′
−α2 → C
2
, (x, v−α2) 7→
(
x, xv−α2 − α
2
)
, qui n'est autre que l'expression
dans l'une des deux artes anes usuelles de l'élatement du point p−α2 de C
2
. Par onstrution,
la préimage par φ |S
′
S de l'ouvert S
′
−α2 de S
′
est onstituée de la réunion des ouverts Sα et
S−α de S. De plus, pour tout α = ±1, ±2, le morphisme induit φ |
S′
S : Sα → S
′
−α2 oïnide de
nouveau dans les oordonnées (x, uα) et (x, v−α2) introduites i-dessus ave l'élatement (x, uα) 7→(
x, xuα − (−1)
|α| α
3
)
du point qα de S
′
−α2 ≃ C
2
. La situation peut don se résumer par la gure
suivante :
S1
S−1
S2
S−2
b
b
S′−1
b
b
S′−4
b
b
C2
b
b
b
b
b
b
b
dans laquelle haque èhe réprésente l'unique endomorphisme ane birationnel de C2 ontratant
la ourbe à la soure sur le point au but et induisant un isomorphisme entre C2 privé de ette
ourbe et son image.
1.22. Ainsi, à partir de toute ompatiation du plan ane C
2
en une surfae projetive lisse
V¯ , on obtiendra une ompatiation de S en une surfae projetive lisse obtenue en élatant
tout d'abord les points p−1 et p−4 puis les points inniment voisins q±1 et q±2 qui se situent sur
les diviseurs exeptionnels au-dessus de p−1 et p−4 respetivement. En partiulier, nous pouvons
onsidérer une ompatiation de C2 = C×C sous la forme d'une surfae de Hirzebruh π¯0 : Fn =
P (OP1 ⊕OP1 (−n))→ P
1
de telle sorte que π¯0 prolonge la première projetion pr1 : C×C→ C. Si
n ≥ 1, nous supposerons de plus que Fn\C
2
est la réunion de la setion négative anoniqueD de π¯0
et d'une bre F∞ de π¯0 au dessus de∞ = P
1\C. Sinon, si n = 0, alors F0\C
2 = D∪F∞ est onstitué
de la réunion d'une bre de haun des réglages évidents sur F0 ≃ P
1 × P1. Nous notons F0 ≃ P
1
la bre de π¯0 au dessus de 0 ∈ C ⊂ P
1
, E−1 et E−4 les diviseurs exeptionnels de l'élatement
σ¯′ : S¯′ → Fn des points p−1 et p−4 de C
2 ⊂ Fn. Nous désignons par β : S¯ → S¯
′
l'élatement des
points qα, α = ±1, ±2 de S
′ ⊂ S¯′, les diviseurs exeptionnels orrespondant étant les adhérenes
C¯α dans S¯ des omposantes Cα, α = ±1, ±2, de la bre π
−1 (0). Par onstrution, nous obtenons
une ompatiation S¯ de S munie d'une P1-bration π¯ : S¯ → P1 relevant π¯0 : Fn → P
1
et
prolongeant la A1-bration π : S → C. Le bord B = S¯ \ S est un diviseur à roisements normaux
simples, dont les omposantes irrédutibles sont les transformées strites dans S¯ des ourbes D,
F∞, F0, E−1 et E−4, que nous noterons enore par les mêmes symboles. Ave es onventions,
les indies d'auto-intersetion des omposantes de B sont les suivants :
(
D2
)
= −n,
(
F 2∞
)
= 0,(
F 20
)
= −2,
(
E2−1
)
=
(
E2−4
)
= −3. Les adhérenes C¯α des omposantes de π
−1 (0) sont quant à
elles des ourbes exeptionnelles de première espèe. Cette ompatiation S¯ de S est minimale,
au sens qu'auune des omposantes irrédutibles du bord B n'est une ourbe exeptionnelle de
première espèe. Le graphe dual du diviseur B ∪ C¯1 ∪ C¯−1 ∪ C¯2 ∪ C¯−2 est le suivant :
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(F∞, 0) (D,−n) (F0,−2)
(E−1,−3)
(
C¯1,−1
)
(
C¯−1,−1
)
(E−4,−3)
(
C¯2,−1
)
(
C¯−2,−1
)
1.3.2. Non existene de A1-brations transverses.
D'après e qui préède, le graphe dual du diviseur de bord B = S¯ \ S de la ompatiation
minimale S¯ de S onstruite i-dessus n'est pas une haîne. Suivant un ritère dû à J. Bertin
[2℄, l'existene d'une ompatiation possédant ette propriété sut à garantir que la bration
naturelle π : S → C est l'unique A1-bration sur S à automorphismes de la base près. Bien qu'il
puisse sembler a priori mystérieux, e ritère ne repose au nal que sur le fait bien onnu que
toute surfae projetive lisse V¯ munie d'une P1-bration p : V¯ → P1 est obtenue en eetuant
une suite d'élatements de entres lisses à partir d'une surfae de Hirzebruh Fn → P
1
. An de
donner au leteur un aperçu de la méthode utilisée dans la preuve du ritère de Bertin, nous allons
établir diretement qu'à automorphismes de la base près, S n'admet pas d'autre A1-bration que
π : S → C.
1.23. Rappelons le résultat lassique de théorie de surfaes (f. Chapitre 4 de [14℄ ) selon lequel
toute surfae projetive normale V¯ munie d'une P1-bration p : V¯ → P1 est obtenue par une suite
d'élatements de entres lisses à partir d'une surfae de Hirzebruh Fn → P
1
onvenable, de telle
manière que p relève la struture naturelle de P1-bré sur Fn. En partiulier, toute bre d'une
P
1
-bration sur une surfae projetive lisse est supportée par un diviseur à roisements normaux
simples dont les omposantes irrédutibles sont des ourbes rationnelles propres et lisses. De plus,
les indies d'auto-intersetion des omposantes irrédutibles d'une bre non irrédutible sont tous
négatifs, l'une au moins des es omposantes étant néessairement une ourbe exeptionnelle de
première espèe.
1.24. Supposons que S soit munie d'une seonde A1-bration π′ : S → C dont les bres générales
sont distintes de elles de π. En partiulier, π (resp. π′) n'est pas onstant sur les bres générales
de π′ (resp. de π). Nous pouvons naturellement onsidérer π′ omme une appliation rationnelle
π¯′ : S¯ 99K P1 = C ∪ {∞′} sur une des ompatiations S¯ de S onstruite i-dessus. Supposons
pour xer les idées que S¯ = S¯0 est la ompatiation obtenue à partir de F0 = P
1 × P1 par la
suite d'élatements dérite préédemment. On peut interpréter π′ omme un pineau de ourbes
rationnelles sur S¯ dont les membres généraux sont les adhérenes F¯ ′ ≃ P1 dans S¯ des bres
générales F ′ ≃ A1 de π′. Le point F¯ ′ \F ′ est néessairement ontenu dans la bre F∞ = π¯
−1 (∞)
ar sinon π¯ serait bornée, don onstante, sur les bres générales de π′, e qui ontredirait notre
hypothèse. On en déduit en partiulier que si le pineau π¯′ a un point de base p0 (néessairement
unique), alors e dernier est ontenu dans F∞. L'appliation π¯
′
est dénie sur la setion D de π¯,
privée éventuellement du point p0, et π¯ (D \ {p0}) =∞
′
ar sinon π¯ serait bornée, don onstante,
sur les bres générales de π, e qui ontredirait de nouveau l'hypothèse. Puisque F0 ∪E−1 ∪ E−4
est disjoint de F∞ et ne ontient pas l'éventuel point base p0 de π¯
′
, on déduit que la restrition
de π¯′ sur G = F0 ∪ E−1 ∪ E−4 ∪ (D \ {p0}) est onstante, de valeur ∞
′
. Par onséquent, après
résolution de l'éventuel point base p0 par une suession d'élatements de entres lisses σ : S˜ → S¯,
la transformée propre de G¯′ est ontenue dans la bre π˜−1 (∞′) de la P1-bration sur S˜ relevant
π¯′ : S¯ → P1. La gure suivante dérit l'allure du graphe dual de G¯′ ainsi que les indies d'auto-
intersetion de haune de ses omposante dans les trois as possibles, à savoir π¯′ n'a pas de point
d'indétermination, l'unique point d'indétermination p0 de π¯
′
appartient à F∞\D , ou p0 = F∞∩D :
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(
D′, 0
)
(
F ′0,−2
)
(
E′
−1,−3
) (
E′
−4,−3
)
(
D′, 0
)
(
F ′0,−2
)
(
E′
−1,−3
) (
E′
−4,−3
)
(
D′,−k
)
(
F ′0,−2
)
(
E′
−1,−3
) (
E′
−4,−3
)
Dans les deux premiers as, π˜−1 (∞′) serait rédutible tout en ontenant une omposante d'indie
d'auto-intersetion 0, à savoir la transformée strite deD, e qui est impossible. Dans le dernier as,
l'indie d'auto-intersetion de la transformée strite de D est au plus égal à −1. La bre π˜−1 (∞′)
devant pouvoir être ontratée sur une ourbe rationnelle lisse par une suession de ontrations
de (−1)-ourbes, il sera néessaire de ontrater à une ertaine étape de l'opération au moins 3
ourbes parmis les transformées strites D′, F ′0, E
′
−1 et E
′
−4 de D, F0, E−1 et E−4 respetivement.
Ces trois dernières ayant un indie d'auto-intersetion inférieur ou égal à −2, toute ontration de
e type devra débuter par la ontration de D′ suivie de la ontration de l'image de F ′0 qui sera
devenue une (−1)-ourbe. L'image de π˜−1 (∞′) par ette suession de ontrations ne peut pas
se réduire aux images de E′−1 et E
′
−4 par ette seonde ontration. En eet, es dernières seraient
alors des (−2)-ourbes transverses, qui, d'après e qui préède, ne peuvent onstituer à elles seules
une bre d'une P1-bration . D'autre part, si l'image de π˜−1 (∞′) ontient une autre omposante
que les images de E′−1 et E
′
−4, alors elle ontient en partiulier une omposante qui intersete es
ourbes en leur unique point d'intersetion. Cela est de nouveau impossible puisqu'une bre d'une
P
1
-bration est supportée par un diviseur à roisements normaux simples.
1.25. La disussion i-dessus montre que les bres générales de toute A1-bration π′ : S → C sur
la surfae S du Théorème 1.1 doivent oïnider ave les bres générales de la bration naturelle
π = prx : S → C, don, plus généralement, que toute bre de π
′
est ontenue dans une bre de π.
Par onséquent, toute A1-bration π′ sur S se prolonge en une P1-bration π¯′ : S¯ → P1 = C∪{∞′}
sur les ompatiations S¯ de S onstruites au paragraphe i-dessus, dont les bres oïnident ave
elle de π¯ : S¯ → P1. La ourbe D ≃ P1 s'identie alors à une setion ommune de π¯′ de π¯, e qui
implique qu'il existe un isomorphisme φ : P1
∼
→ P1 tel que π¯′ = φ◦π¯. Puisque l'on a néessairement
φ (∞) =∞′, φ induit un isomorphisme β : C
∼
→ C tel que π′ = β ◦ π, e qui onlut la preuve de
la Proposition 1.18.
2. Appliation aux automorphismes de C3
L'existene de la surfae S onsidérée, et surtout de la C+-ation sur C
3
qui l'aompagne,
a des réperussions sur la nature de groupe d'automorphismes de C3. Nous allons en partiulier
montrer omment onstruire à partir de la dérivation loalement nilpotente ∂ du Théorème 1.1 un
automorphisme sauvage de l'espae ane dont, à la onnaissane de l'auteur, il n'existe auune
mention antérieure dans la littérature.
2.1. Généralités sur les automorphismes algébriques de C3.
Il est évident que tout automorphisme algébrique de la droite ane omplexe est une transforma-
tion ane de la forme x 7→ ax + b, où a ∈ C∗ et ou b ∈ C. La struture du groupe d'automor-
phismes Aut
(
C2
)
du plan ane est déjà notoirement plus omplexe. Outre les automorphismes
anes généralisant eux du type préédent, de nouveaux automorphismes, dits triangulaires, font
leur apparition. Rappelons qu'un automorphisme algébrique φ de C2 est dit triangulaire (ou plutt
triangulable) s'il existe un système de oordonnées (x, y) sur C2 dans lequel φ s'érit sous la forme
(x, y) 7→ (x, y + P (x)), où P ∈ C [x]. Il est onnu depuis longtemps [17℄ que tout automorphisme
du plan peut s'érire omme une omposition d'automorphismes anes et triangulaires.
2.1. La onjeture naturelle, dite onjeture des générateurs modérés, serait de délarer que tout
automorphisme de C
3
s'obtient enore omme omposition d'anes et de triangulaires, un au-
tomorphisme φ de C3 étant dit triangulaire s'il peut ette fois s'érire sous la forme (x, y, z) 7→
(x, y + P (x) , z +Q (x, y)), où P ∈ C [x] et Q ∈ C [x, y], dans un système de oordonnées (x, y, z)
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bien hoisi. Un automorphisme admettant une déomposition en produit d'automorphismes anes
et triangulaires est dit modéré. En 1972, Nagata [22℄ a onstruit un andidat expliite destiné à
inrmer la onjeture des générateurs modérés, à savoir l'automorphisme σ de C3 suivant :
(x, y, z) 7→ σ (x, y, z) =
(
x, y + x
(
xz + y2
)
, z − 2y
(
xz + y2
)
− x
(
xz + y2
)2)
Cet automorphisme est un exemple de e que l'on appelle un automorphisme de type exponentiel,
'est-à-dire un automorphisme dont le o-morphisme est de la forme forme exp (∂), où ∂ est
une dérivation loalement nilpotente. On voit en eet failement que l'automorphisme de Nagata
orrespond à la dérivation loalement nilpotente
∂ =
(
xz + y2
)(
x
∂
∂y
− 2y
∂
∂z
)
de C [x, y, z]. Malgré de nombreux travaux onsarés à et automorphisme, il aura fallu attendre
le début du vingtième sièle pour que U. Umirbaev et I. Shestakov parviennent à démontrer le fait
suivant :
Théorème 2.2. ([23℄, Corollaire 9) L'automorphisme de Nagata n'est pas modéré.
2.3. Il existe don des automorphisme sauvages de C3. Ce que les deux auteurs ont en réal-
ité établi, 'est que le fait qu'un automorphisme de C3 soit modéré peut se déider de manière
algorithmique. En partiulier, leur ritère peut s'appliquer à une large lasse d'automorphismes
pour lesquels l'algorithme en question garantit la non existene d'une déomposition en produit
d'automorphismes anes et triangulaires. L'automorphisme de Nagata a ependant la propriété
remarquable d'être e que l'on appelle stablement modéré. Cela signie que si l'on étend et
automorphisme en l'automorphisme φ˜ = φ × id de C4, e dernier se trouve être modéré. En ef-
fet, le o-morphisme de φ˜ s'identie à l'automorphisme exponentiel exp (∂) de C [x, y, z, u], où
l'on a onsidéré ∂ omme une dérivation loalement nilpotente de C [x, y, z, u]. Or on a exp (∂) =
τ−1 exp (−∂1) τ exp (∂1), où τ désigne l'automorphisme triangulaire de C [x, y, z, u] déni par τ (x, y, z, u) =(
x, y, z, u+
(
xz + y2
))
, et où
∂1 = u
(
x
∂
∂y
− 2y
∂
∂z
)
est une dérivation loalement nilpotente triangulaire de C [x, y, z, u] induisant par onséquent un
automorphisme exponentiel modéré.
2.2. Un nouvel exemple d'automorphisme sauvage stablement modéré.
L'automorphisme de Nagata apparaît omme l'automorphisme exponentiel assoié à la dérivation
loalement nilpotente
∂ =
(
xz + y2
)(
x
∂
∂y
− 2y
∂
∂z
)
,
obtenue à partir de la dérivation loalement nilpotente triangulaire x
∂
∂y
− 2y
∂
∂z
annulant le
polynme xz + y2. La surfae d'équation xz + y2 = 0 dans C3 onstitue un as partiulier de
surfae du type SQ,n. Plus généralement, toute surfae SQ,n, dénie don par une équation de la
forme xnz −Q (x, y) = 0, est annulée par la dérivation loalement nilpotente triangulaire
∂Q,n = x
n ∂
∂y
+
∂Q (x, y)
∂y
∂
∂z
de C [x, y, z]. En se basant sur un ritère établi par U. Umirbaev et I. Shestakov [23℄, on peut
alors montrer que pour tout entier m ≥ 1, l'automorphisme exponentiel assoié à une dérivation
loalement nilpotente du type (xnz −Q (x, y))m ∂Q,n est sauvage.
2.4. Les automorphismes sauvages onstruits à partir des surfaes du type SQ,n par le proédé
i-dessus jouissent de propriétés en tout point analogues à elles de l'automorphisme de Nagata.
En partiulier, leur lieu xe est supporté par la réunion d'un ertain nombre de droites dans C
3
et
de la surfae SQ,n orrespondante. Nous allons onstruire i-dessous à partir de la surfae S ⊂ C
3
d'équation P = xy − (f + 1) (f + 4) = 0, où f = xz − y2 ∈ C [x, y, z] un automorphisme sauvage
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stablement modéré de C3 qui ne sera onjugué à auun des automorphismes assoié aux surfaes
de type SQ,n.
2.5. Considérons pour ela la dérivation loalement nilpotente
∂ = x (2f + 5)
∂
∂y
+ (x+ 2y (2f + 5))
∂
∂z
= −
∂P
∂z
∂
∂y
+
∂P
∂y
∂
∂z
de C [x, y, z] dénie dans le Théorème 1.1 i-dessus. Bien que ∂ ne soit pas triangulaire dans le
système de oordonnées (x, y, z) onsidéré, il résulte néanmoins d'un ritère dû à D. Daigle [4℄, que
∂ est triangulable, au sens qu'elle devient triangulaire dans un système de oordonnées bien hoisi.
Par onséquent l'automorphisme exponentiel exp (∂) est modéré. Par onstrution, la dérivation
i-dessus annule l'équation P = 0 de la surfae S ⊂ C3. La dérivation P∂ de C [x, y, z] est don
enore loalement nilpotente, mais n'est plus triangulable :
Lemme 2.6. La dérivation loalement nilpotente
P∂ = (xy − (f + 1) (f + 4))
(
x (2f + 5)
∂
∂y
+ (x+ 2y (2f + 5))
∂
∂z
)
, où f = xz − y2
de C [x, y, z] n'est pas triangulable.
Démonstration. Un alul élémentaire (f. Lemme 9.5.12 dans [25℄) implique que si P∂ était tri-
angulable, alors toute omposante irrédutible du lieu xe de l'automorphisme exponentiel assoié
serait un ylindre, i.e. un shéma de la forme Z × C pour un ertain shéma Z. Il résulte de 1.8
i-dessus et de la onstrution de la dérivation P∂ que le lieu xe dans C3 de l'automorphisme
assoié à exp (P∂) est la réunion des droites L± =
{
x = 0; y = ±
√
5/2
}
et de la surfae S du
Théorème 1.1. Or il n'existe pas de ourbe ane C telle que S soit isomorphe au ylindre C ×C.
En eet, sinon C devrait être une ourbe ane rationnelle puisque S est une surfae rationnelle.
Le fait que H1 (S,Z) = 0 impliquerait alors que C est isomorphe à la droite ane omplexe, don
que S est isomorphe au plan ane, e qui est absurde. 
Puisque la dérivation loalement nilpotente P∂ de C [x, y, z] n'est pas triangulable, l'automor-
phisme exponentiel exp (P∂) onstitue un andidat d'automorphisme sauvage. Il se trouve que
'est eetivement le as, omme le montre le résultat suivant.
Proposition 2.7. L'automorphisme de C3 suivant
φ : C3 → C3,

 xy
z

 7→

 xy + x (2f + 5)P + x3P 2
z + 2P (2f + 5) y + xP 2 (2xy + 2f + 5)
2
+ 2x3P 3 (2f + 5) + x5P 4


est sauvage mais stablement modéré.
Démonstration. Nous laissons le soin au leteur de vérier que φ est simplement l'automorphisme
de C3 orrespondant à l'automorphisme exp (P∂) de C [x, y, z]. Puisque ∂ (x) = 0, exp (P∂) est
un C [x]-automorphisme de C [x, y, z]. D'après le Corollaire 10 dans [23℄, exp (P∂) est un au-
tomorphisme sauvage de C [x, y, z] si et seulement si il l'est lorsqu'on le onsidère omme un
C [x]-automorphisme. Cela revient don à montrer que exp (P∂) n'admet pas de déomposition
en produit de C [x]-automorphismes anes et triangulaires de C [x, y, z]. Soient d2 = 8 et d3 = 16
les degrés totaux en les variables y et z des omposantes non triviales φ2 et φ3 de φ et soient
F2 = x
3y8 et F3 = x
5y16 les omposantes homogènes de degrés d2 et d3 des polynmes φ2 et
φ3. Si exp (P∂) était un C [x]-automorphisme modéré de C [x, y, z] alors, en vertue du Corollaire
5.1.6 dans [25℄, il existerait c ∈ C [x] tel que x5y16 = F3 = cF
2
1 = cx
6y16, e qui est lairement
impossible. Ainsi φ est un automorphisme sauvage de C3. Pour onlure la preuve, il sut d'établir
que l'automorphisme φ˜ = φ × id de C4 est modéré. L'argument que nous allons utiliser repose
sur une méthode générale due à M Smith [24℄. Soit ∂˜ la dérivation loalement nilpotente trian-
gulable de C [x, y, z, u] obtenue à partir de la dérivation ∂ du Théorème 1.1 en posant ∂˜ (u) = 0.
Puisque u ∈ Ker
(
∂˜
)
, la dérivation u∂˜ est enore loalement nilpotente. On observe alors que
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(exp (P∂)⊗ id) = exp
(
P ∂˜
)
= τ−1 exp
(
−u∂˜
)
τ exp
(
u∂˜
)
où τ désigne l'automorphisme trian-
gulaire de C4 déni par (x, y, z, u) 7→ (x, y, z, u+ P (x, y, z)). Il sut par onséquent de vérier
que les automorphismes exp
(
±u∂˜
)
de C [x, y, z, u] sont modérés. Or puisque ∂ est triangulable,
la dérivation loalement nilpotente u∂˜ de C [x, y, z, u] l'est aussi. Ainsi exp
(
u∂˜
)
et son inverse
exp
(
−u∂˜
)
sont bien modérés. 
2.8. Le leteur se onvainra sans peine que des arguments analogues à eux utilisés i-dessus mon-
treraient que pour tout ouple de polynmes Q1, Q2 ∈ C [x, y] et tout ouple d'entiers (n1, n2) ∈
Z2≥1, la surfae S(Q1,Q2),(n1,n2) de C
3
dénie par l'équation P = xn2y − Q2 (x, f) = 0, où
f = xn1z −Q1 (x, y), est invariante par une dérivation loalement nilpotente ∂ de C [x, y, z] pour
laquelle l'automorphisme exponentiel exp (P∂) assoié sera sauvage mais stablement modéré. Nous
renvoyons le leteur intéressé à un futur artile [7℄ dans lequel les surfaes S(Q1,Q2),(n1,n2) de C
3
introduites i-dessus seront étudiées en détails.
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